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1. LA GfNFS1 OF IA TEORIA
En aquest treball ens proposem de fer una exposicio, a grans trets, de
I'evolucio historica de la teoria de sistemes algebrics ordenats, des dell
seus origens fins als ant's 50 d'aquest segle, moments en els quals podem
considerar que la teoria es ja definitivament establerta i consolidada.
Cal, pero, establir alguns preliminars:
I.I. Alguns conceptes fonamentals.
Moltes estructures matematiques dotades d'un ordre parcial tenen
una estructura algebrica addicional. Les estructures algebriques ordena-
des resulten de la consideracio simultania d les operations algebriques i de
l'estructura ordenada, de manera que existeixen certes condicions de
compatibilitat entre ambdues. Entre les estructures fonamentals tenim els
grups ordenats, anells i cossos ordenats, moduls ordenats i espais vecto-
rials ordenats.
Per a concretar, direm que un grup G (denotat additivament) es un
grup ordenat si existeix en G una relacio d'ordre < compatible amb la
suma, en el sentit seguent:
x s y, z e G => x + z< y + z ('`)
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EI prototipus de relacio entre 1'operacio de grup i la relacio d'ordre es
el sistema dels nombres teals. Un altre exemple important es el de les
funcions a valors teals, amb la suma i 1'ordre puntuals, es a dir, definint
f > g si i nomes si f(x) > g(x), FIx.
La definicio(^^) Conte implicitament les propietats fonamentals de (per
exemple) IR o ^ relatives a l'addicio i a la comparacio de magnituds.
En el cas no commutatiu,('^^) s'ha de completar amb una altra condicio
suplementaria (vegeu s).
Si 1'ordre < es total, aleshores es diu que G es un grup totalment
ordenat. Els grups totalment ordenats tenon un paper de primer ordre en
tota la teoria. Un grup ordenat es diu reticrslat o e-grup si 1'estructura
ordenada subjacent es un reticle, es a dir, si per a cada x, y existeix el
suprem i I'infim xvy, xny.
Duna manera semblant, un anell (A,+,•, <) es un anell ordenat si
es un grup ordenat i 1'ordre es compatible amb el producte:
a>o,x<v^ax<av , xa^va.
Un anell ordenat es un anell reticular o e-anell si com a conjunt
ordenat es un reticle . Un exemple important es el de 1'anell de funcions
teals continues sobre un espai topologic, amb les operacions i 1'ordre
puntuals.
Si l'anell ordenat es un cos, aleshores direm quo es un cos ordenat.
Tradieionalment han estat estudiats sobretot els cossos totalment orde-
nats, probablement pels mateixos origens de la teoria, i tambe perque els
cossos no totalment ordenats no estan lliures de certes "patologies" ".
Per auna exposicioactual de lateoria de e-grups i e-anells, vegeu . s^ '`^.
Els lligams entre les operacions algebriques i 1'ordre definit sobre
1'esructura son essencials per a poder parlar d'estructura algebrica orde-
nada. Per exemple, un anell de Boole unitari (on tot element es idempo-
tent ) es una algebra de Boole de l'ordre x < y ^ x = xy, induTt per
les operacions algebriques , pero en canvi no es ni tan cols un grup ordenat
respecte d'aquest ordre.
L'estudi dell sistemes algebrics amb una relacio d'ordre compatible
amb les operacions algebriques no to una historia especialment llarga.
Mentre que diferents generalitzacions algebriques del cos real han estat
objecte d'extenses teories al llarg del segle xlX (quaternions, algebres de
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matrius, ...), la importancia de la relacio d'ordre en algebra ha estat en
gran part negligida.
L'explicacio podria trobar-se en 1'absencia d'una relacio d'ordre total
compatible en c, i en la arrelada opinio que les desigualtats serveixen
per a expressar la continultat, i com a tals son alienes a ('algebra. Es
instructiu, en aquest sentit, de reproduir el seguent comentari de Van der
Waerden (44, cap. de cossos ordenats): "aside from the algebraic proper-
ties of the numbers in an algebraic number field, there are certain nonal-
gebraic properties, such as absolute values,..., positiveness,... These
properties cannot be defined uniquely with the aid of the algebraic
operations... Nervertheles,... there is something algebraic in these
nonoalgebraic properties".
En el terreny de 1'analisi s'ha donat una situacio semblant, si be a un
nz. ell diferent. Certament l'analista fa un us sistematic de l'ordre: utilit-
zar i establir desigualtats, monorar, majorar, aproximar i calcular infims i
suprems son activitats habituals a l'analisi. Pero en general l'analista
utilitza nomes l'ordre dels reals. El fet que molts espais funcionals siguin
dotats d'una estructura d'ordre natural no ha estat explotat fins molt
recentment (a partir dels ant's 30 d'aquest segle). Fins i toto al final del
decenni dels 40 podem llegir a ('article de G. Birkhoff "Groupes reticu-
1es"6 "Dann l'etude des espaces de Hilbert et de Banach, on a ignore la
propriete d'etre positive; 11 me parait que ces proprietes fondamentales
meritent un examen attentif".
El mare teoric adequat per a aquest tipus de questions, d'una gran
importancia en l'analisi funcional i en la teoria d'operadors, es el dels
espais vectorials ordenats. Un espai vectorial real E es ordenat, si es un
grup ordenat i es compleix la condicio de compatibilitat suplementaria:
X6 IR, A o, x < y (x, ye E) => Ax < Ay
Un espai vectorial ordenat es reticulat, si l'ordre es reticular. Els espais
vectorials reticulats son anomenats tambe espais de Riesz (aquesta no-
menclatura sembla que es deguda a Bourbaki 14).
Els exemples d'espais de Riesz son abundants entre els espais de
funcions. No cal anar mes lluny de les funcions reals continues sobre un
espai topologic; exemples molt importants per a l'analisi els tenim entre
els espais de funcions mesurables i espais de funcions integrables (espais
de Lebesgue L1,, espais d'Orlicz), aixi com tambe espais de mesures
(vegeu37). Un exemple interessant d'espai vectorial ordenat, que no es de
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Riesz, es el dels operadors hermitics d'un espai de Hilbert H, amb l'ordre
definit per A < B (AxJx) -- (Bxlx),Vxc H, on (- I -) designa el
producte escalar de l'espai.
1.2. Els inicis.
En aquest apartat descriurem els diversos corrents d'idees que possi-
bilitaren i suscitaren, al final del segle Xix, l'interes per les estructures
ordenades i, mes especialment, algebriques ordenades. Les tendencies
son multiples i simultanies, de manera que resulta impossible fer una
exposicio cronologicament lineal d'aquest ampli ventall.
Historicament, l'estudi dels sistemes algebrics ordenats comenca al
final del segle xlx, sobretot amb els treballs de Dedekind. Les motiva-
cions son diverses, i corresponen a deferents problemes matematics que
s'liavien anat plantejant durant la segona meitat del segle passat.
(1) En primer floc no podem oblidar el paper important que tingue
en aquests inicis la teoria d'algebres de Boole i de reticles tot just comen-
cada. El concepte general d'ordre (o ordre parcial) to el seu origen tant a la
logica corn a la matematica. Sembla que fou isolat com a tal per primera
vegada en el curs del segle XIX, si be les arrels del concepte poden, sens
dubte, trobar-se en epoques anteriors i remotes, sobretot pel que fa al cas
especial -pero important- d'ordre total.
Cronologicament, les investigacions mes importants en aquesta direc-
cio, que daten del 1847, son les de G. Boole en relacio amb 1'analisi
matematica d ela logica i les lleis del pensament.11 El seu nom esta
indissolublement associat a les anomenades algebres de Boole.
Als darrers decennis del segle xlx, les investigacions de C. S. Pierce i
E. Schroder (entre altres), i especialment aquest ultim a ]a seva "Algebra
der Logik",'2 sobre la fonamentacio de les algebres de Boole, havien
convertit el concepte de reticle en una nocio ben natural. La idea de reticle
fou isolada, doncs, per Pierce i Schroder, com a generalitzacio natural de
les algebres de Boole, pero en un context Iligat sobretot a la logica.
Inicialment, influit per 1"`Algebra der Logik" d'E. Schroder, Dede-
kind fou el primer que observa la importancia dels reticles per a la
matematica (1897)16, ja que feu notar que el concepte de conjunt ordenat i
reticular ("Dualgrup") apareix amb tanta frequencia que mereix d'esser
estudiat d'una manera autonoma. En el seu article pioner,16 al paragraf
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"Bemerkungen uber Dualgruppen" posa de manifest "la varietat de
sistemes als quals aquest concepte pot aplicar-se", i esmenta especialment
l'algebra de la logica, moduls d'anells (amb m.c.d. i m.c.m.), subgrups
d'un grup, subcossos d'un cos,... Com tindrem ocasio de comentar,
aquest article resulta tambe important per altres conceptes.
(ii) Un dels problemes mes importants que contribui d'una manera
decisiva a la genesi de la teoria fou el de la divisibilitat en anells de
nombres algebrics.
Si be el problema de la divisibilitat es un dels mes antics de la matema-
tica, fins a mitjan segle XVIII aquesta nocio es limitava als enters racionals.
Fou Euler qui, el 1770, obri un nou capitol de l'aritmetica en entendre la
idea de divisibilitat als enters d'una extensio quadratica. Nogensmenys,
aixo no estava Iliure de dificultats, que van apareixer mes clarament en
l'estudi, dut a terme per Gauss i els seus successors, de la divisibilitat en
els casos d'arrels de la unitat; en general no es possible d'estendre directa-
ment a aquests casos les propietats essencials de la divisibilitat dels enters
racionals, l'existencia del m.c.d. i la unicitat de la descomposicio en
factors primers. Kummer, per als cossos de nombres algebrics en general,
i despres Dedekind i Kronecker per als cossos de nombres algebrics en
general, superaren aquest important obstacle mitjancant la creacio de la
teoria dels ideals. Dedekind, sempre preocupat pels fonaments de les
diferents teories matematiques, no s'acontenta amb ]'exit que suposa la
teoria d'ideals i, analitzant el mecanisme de les relacions de divisibilitat,
posy els fonaments de la moderna teoria de grups reticulats(1897), en
]'important treball, ja esmentat, "uber Zerlegungen von Zahlen durch
ihre gr6l3ten gemcinsamen Teller". Dedekind estava interessat en les
operacions de m.c.d. i m.c.m. de nombres i tambe d'ideals de nombres
algebrics. La idea es essencialment la de considerar una relacio d'ordre
parcial en el grup multiplicatiu del cos de fraccions, que reflecteixi la
relacio de divisibilitat en el domini d'integritat, i la de traduir les propie-
tats d'ordre i reticulars a propietats de la divisibilitat.
En aquest treball inicial de Dedekind es posa ja de manifest que els
grups reticulats commutatius tenen una estructura interessant. Per exem-
ple, Dedekind prova que tot e-grup es un reticle distributiu, es a dir (en
notacio moderna):
xn(yvz) _ (XAy) V (XAZ), i
xv(ynz) = (xvy) n (xvz),
11-91
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aixi com tambe diverses identitats i propietats, tals com:
xny=xnz=0 'XA(y+z)=o
x+v = xvy+xny (identitatde Dedekind)
Nogensmenys, les idees de Dedekind pel que fa a la teoria de la
divisibilitat no pogueren esser explotades en tota la seva extensio i profun-
ditat fins que hom pogue disposar d'una teoria multiplicative d'ideals
elaborada, els anys 20 i 30 d'aquest segle (sobretot pels treballs d'E. Artin,
H. Prufer i D. Lorenzen), i la teoria general de valoracions de W. Kroll
(1932).32
(iii) Un altre aspecte que al final del segle xix afavori l'inici de la
teoria dels sisternes algebrics ordenats fou el de la fonamentacio de la
geometria.
M. Pasch publics l'any 1882 l'obra "Vorlesungen fiber neure Geome-
tric" (Leipzig), dedicada als fonaments de la geometria. Sembla que, per
primera vegada, hom dedics una atencio a questions relatives a l'ordre
dels punts sobre una recta. En aquesta obra, Pasch explicita com a
axiomes d'ordre propietats de l'ordenacio de que abans s'havia fet amb
frequencia un us implicit.
L'obra fonamental es Grundlagen der Geometric (1899), de D. Hil-
bert. Entre els grups d'axiomes trobern els axiomes d'ordre, que incorpo-
ren alguns dels axiomes de Pasch (per exemple, l'anomenat axioma del
triangle de Pasch)23; en un grup a part d'axiomes, el cinquc, Hilbert
s'ocupa de la nocio de continuitat i selecciona l'axioma d'Arquimedes,
que expressa en termes geometries i que correspon algebricament a la
propietat arquimediana en el cas totalment ordenat.
Recordem que en el cas general es diu que un grup ordenat es arquime-
dissio<x,nx<vVn£IN => x = o.
En relacio amb la possiblilitat de provar el teorema de Pascal, Hilbert
estudia23 "els sistemes de nombres arquimedians" (es a dir, cossos total-
ment ordenats arquimedians) i prova que "la propietat commutativa de la
multiplicacio n'es una consequencia necesssria". Es interessant de fer
notar que aixo es planteja en el cas totalment ordenat, i es un primer
exemple d'un tipus de resultat que relaciona l'ordre amb la commutativi-
tat de les operacions algebriques. Aquest problema continuars atraient
l'atencio al Ilarg dels anys, i donars lloc a interessants generalitzacions i
resultats.
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Sembla innegable la influencia favorable dels treballs de Hilbert en
I'inici d'un interes mes generalitzat per les estructures d'ordre, influencia
probablement multiplicada per l'enorme prestigi que aleshores assoli amb
els "Grundlagen", i tot seguit amb la celebre conferencia sobre "els
problemes matematics" del Congres Internacional de Matematics de
Paris, del 1900. Aquesta influencia fou probablement reforgada per 1'ana-
lisi detallada de ('important paper que to l'axioma d'arquimedianitat, aixi
com un dels seus problemes, el num. 17, sobre l'expressio de formes
definides positives com a suma de quadrats.24
(iz) Un altre aspecte important es I'interes creixent que es manifests
at final del segle XIX sobre l'ordenacio dels reals, corn a consequencia de
diversos problemes que en ultim terme confluien cap a aquest punt.
Des de mitjan segle XVIII el problema d'obtenir una demostracio del
teorema fonamental de ('algebra era a l'ordre del dia. Les diverses proves
que es fan es basen, en ultim terme, en propietats analitiques, que de fetes
poden reduir at teorema de Bolzano. Per tant, 1'estructura d'ordre de
IR to un paper fonamental, aixi com tambe les seves propietats topologi-
ques, que de fet son consequencia de l'ordre.
Tambe contribui als inicis dels quals parlem I'esforc dels matematics
del segle xix per a definir el cos dels reals mitjancant un conjunt adequat
de postulats de "magnitud". Aquest problema era en connexio amb el
problema del rigor a la matematica, que exigia una axiomatitzacio i una
fonamentacio del sistema de nombres reals. Aquest corrent culmina,
d'una part, en la definicio dels reals pel procediment dels "tallaments" de
Dedekind, que es un proces aplicable a conjunt ordenats, i de I'altra, en
els treballs de Cantor i Dedekind que caracteritzen els reals en termes de
magnitud: el cos real es caracteritza com un cos totalment ordenat condi-
cionalment complet. Un grup reticulat es condicionalment complet si
existeix el suprem de tot conjunt no buit fitat superiorment. La comple-
tesa en sentit d'ordre implica 1'arquimedianitat, es a dir, la no-existe'ncia
d'elements infinitament petits.
Fins aqui hem posat de manifest els origens de la teoria de sisternes
algebrics ordenats, el perque d'aquests origens, i tambe de quina manera
han quedat oberts una serie de camps d'estudi -ara en estat encara
embrionari- en relacio amb les estructures ordenades, que culminaran
en 1'etapa mes immediata en la teoria de la divisibilitat, la teoria d'Artin-
Schreier de cossos ordenats, i els treballs fonamentals de Holder i de
Hahn.
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Per a una adequada perspectiva , cal tenir en compte que fins at final
dels anys 30 i principis dels 40 hom no considers l'estudi d ' aquestes
estructures per elles mateixes, d ' una manera sistematica , i en canvi s'ana-
ren estudiant per Ilurs connexions amb determinats problemes
matematics.
Els anys 30 - 40 I'acumulacio d'exemples d'interes permete de fer un
salt qualitatiu important i bastir un cos teoric especific i propi.
2. Et.s PRIMERS UESENVOLUPnMENTS ( 1900-1930)
2.1. Els teoremes de Holder i de Hahn.
Just at principi del segle xx, O. Holder, investigant sobre ]a mesura de
Jades fisiques, obtingue un dels primers resultats importants sobre grups
ordenats (1901)25: es el conegut teorema de Holder. Utilitzant els "talla-
ments" introduits per Dedekind analitza la propietat arquimediana i
prova que un grup totalment ordenat arquimedia es isomorf (com a grup
ordenat) a un subgrup del grup additiu dels reals, i aquest resultat s'esten a
cossos totalment ordenats.
El teorema de Holder es una important eina teorica, i per tant no es
estrany que hom hagi intentat de generalitzar-lo a altres situations, com
per exemple als anells totalment ordenats.
Despres dels treballs de Holder, I'interes es decants cap at cas no
arquimedia, considerablement mes dificil. L'estudi dels cossos no arqui-
medians (i dels anells de divisio) fou prosseguit per Hahn, en un article
classic21(1907), on associa a cada cos totalment ordenat el grup (multipli-
catiu) ordenat dels sous "ordres de magnitud". Dona una prova extrema-
dament llarga (qualificada de "marato transfinita" per Clifford" per a
demostrar que tot grup abelia totalment ordenat es por submergir en
un producte lexicografic de reals apropiat.
El teorema de Hahn, que ell tot sol mereix un comentari detallat, es un
dels resultats mes profunds i importants de la teoria de grups reticulats
commutatius, si considerem de fet el conjunt de resultats que generalitzen
el teorema de la seva versio original i que son coneguts rota el nom generic
de "teorema de Hahn". AixO justifica que en fem un breu comentari, per
be que signifiqui no respectar 1'exacta cronologia historica.
El treball de Hahn sembla inspirar-se en l'obra de Bettazzi,4 el qua]
11321
S/STIMI .1IGLBRICS 47
indica que un "sistema de magnituds" no arquimedia hauria d'esser
representat corn un producte lexicografic de copies reals. Pero la demos-
traci6 de Bettazzi resulta esser fosca i confusa, i en tot cas no defineix el
producte lexicografic sing en el cas finit. Hahn, fent us dels metodes
transfinits acabats d'introduir per Zermelo, defineix en el cas general el
producte lexicografic i estableix en els totalment ordenats el teorema del
seu nom.
A continuaci6 descrivim breument el teorema de Hahn, en nomencla-
tura moderna i en el cas mes general de e-grups.5 Direm que el conjunt
ordenat I es un sistema d'arrels si, per a tot Ic1, el conjunt dels j<i es
totalment ordenat. Sigui ara una familia (G;);el de grups totalment
ordenats amb index en el sistema d'arrels I. En el producte directe ordenat
G = IIGi indiquem per s(x) el suport de xcG; considerem ara el conjunt
V(I, Gi) dels elements xeG tats que S(x) satisfy la condici6 minimal (tota
part no buida de S(x) to un element minimal). Aleshores, amb un ordre
convenient, V(I, Gi) es un grup reticulat, que horn anomena producte
lexicografic del (Gi)i sobre el sistema d'arrels I. Amb aquesta nomencla-
tura, horn enuncia aixi el teorema de Hahn: si G es un grup reticulat
commutatiu, aleshores es isomorf a un e-subgrup de V(I,Gi), on Gi = IR,
Vi, i per a un adequat sistema d'arrels.
Durant quasi mig segle Particle extraordinari de Hahn (una demostra-
ci6 de gairebe quaranta pagines, d'una complexitat extrema) resta corn a
peca unica. Cap al 1950, Conrad dedica la seva tesi a una generalitzacio
dels resultats i sobretot a una simplificaci6 de la demostrac16 de Hahn. En
els anus que seguiren foren obtingudes noves demostracions: Clifford
(1954), Banaschewski (1957), Ribenboim (1963). Finalment, Conrad,
Harvey i Holland (1963) generalitzaren el teorema a qualsevol grup
reticulat commutatiu.
2.2. El problema 17 de Hilbert i la teoria d'Artin-Schreire.
Dels "Mathematische Probleme"24 de Hilbert, el 17, "express16 de
formes definides per quadrats", to interes per al terra que tractem, i esta
relacionat amb la representaci6 de funcions definides positives corn a
suma de quadrats. Sigui f(x) = g (x) /h (x) E: R (xi,...,x,,) funci6 racional de
n variables a coeficients reals; f es definida positiva si f(x) > o per a tot
xeIR amb h(x) :k-o. La investigaci6 sobre les funcions definides positives
[1331
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fou iniciada pel mateix Hilbert 1'any 1888.22 L'any 1900 Hilbert conjec-
ture que la condicio d'esser definida positiva es sufficient per tal que f sigui
representada com a suma de quadrats en IR (xi,...,x), es a dir, que
existeixin reN i f1i..., fie IR (x1,...,x,) tals que f(x) = fl(x)+...+f2(x).
El 1906 Landau33 s'ocupa del problema, i Hilbert, en I'edicio dels
"Grundlagen der Geometric" de 1922, torna a tractar aquesta questio en
relacio amb problemes de construccions geometriques.23
El problema de Hilbert to la seva formulacio natural i general en el
marc dels cossos ordenats, per be que aquest punt de vista es posterior a
1'inicial del 1900. Hom pot considerar que es l'origen d'allo que avui
anomenem teoria d'Atin-Schreier. El pas fonamental en la resolucio del
problema fou donat per E. Artin el 1927.'
La teoria d'Artin-Schreieri,2,3 suposa un tractament algebric abs-
tracte de les desigualtats a la teoria de cossos. Un dels resultats mes
importants, sens dubte, es el descobriment que 1'existencia d'una relacio
d'ordre en un cos esta lligada a propietats algebriques d'aquest cos (recor-
dem la city de Van der Waerden: "... Nevertheless, there is something
algebraic in these nonalgebraic properties".). Per exemple una condicio
necessaria i suficient perque existeixi sobre un cos commutatiu una es-
tructura d'ordre que el faci cos totalment ordenat, es que de x1 + ... +xn = o
se'n derivi xi = ... = xn = o. Per a una exposicio d'aquesta teoria podeu
veure 13,14,44
2.3. Els grups ordenables.
No sembla que la contribucio de F. Levi a ]a teoria hagi estat decisiva o
important pel que fa als resultats, pero si en canvi hem d'atorgar-li el merit
d'haver plantejat unes questions importants, cosa que podem valorar
molt mes be amb la perspectiva historica que tenim. El problema que F.
Levi formula l'any 191335 fou el de la possibilitat de dotar d'ordre total
un grup, de tal manera que sigui grup ordenat. En el cas commutatiu, el
mateix Levi prove que una condicio equivalent es que el grup sigui Iliure
de torsio.
En aquest sentit, un desenvolupament molt signigficatiu es la teoria
dels cossos formalment reals d'E. Artin i 0. Schreier.
D'altra banda, la questio plantejada per Levi pot esser considerada el
germen d'allo que avui es un important i actiu corrent de recerca en el
camp dels grups ordenats: el dels grups ordenables, es a dir, els grups que
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admeten una relacio d'ordre no trivial de tal forma que es converteixen en
grups ordenats (vegeu, per exemple,30).
2.4. La teoria de la divisibilitat.
Com varem veure, el naixement de la teoria de sistemes algebrics
ordenats esta fortament lligat a problemes de la teoria de la divisibilitat. Si
A es un anell integre commutatiu i unitari, K el seu cos de franccions, K'
el conjunt dels elements :?6: ode K, la relacio "a divideix b" (es a dir b = ca,
on ceA) dona hoc a una relacio d'ordre en el grup multiplicatiu K' -/E, on
E es el grup de divisors de la unitat en A, i aquesta relacio fa de K'-/E un
grup ordenat, l'estudi del qual constitueix la teoria de la divisibilitat en A.
Aquest grup es tambe isomorf at grup multiplicatiu P dels ideals princi-
pals no nuls de K, ordenat per la relacio (a) i (b). Conceptes propis de la
teoria de la divisibilitat s'expressen en termes reticulars (vegeu, per a una
exposici6,13); per exemple el m.c.d. correspon at suprem (reticular)
d'ideals principals, i el m.c.m. a I'infim. Algunes propietats de la divisibi-
litat son traduccio de propietats dels grups reticulats. Per exemple, de
x+y=xvy+xny deriva que m.c.d.(a, b). m.c.m. (a, b) m.c.m. (a, b) = ab
(modul E). En e-grups diem que dos elements x, v son ortogonals si
xny = o. En aquest context, I'ortogonalitat reticular correspon al con-
cepte "primers entre ells"; si P es reticle, els seus atoms es corresponen,
amb els nombres "primers". D'altra banda, en un e-grup tot element x
s'expressa com x = x+ - x-, on x+ = xvo i x- = (- x)+. En el cas que
K"/E sigui reticulat, aquesta descomposicio dona floc a l'expressio dels
elements corn a fraccions irreduibles.
Sembla doncs del tot justificat que 1'any 1941 Dieudonne pugui
afirmar 17: "Comme l'a clairement reconnu he premier Dedekind, la teorie
de la divisibilite dans un anneau d'integrite commutatif, est essentielle-
ment 1'etude d'un groupe ordonne."
Nogensmenys, per a poder arribar a aquesta situacio el punt de
partida de Dedekind era insuficient. L'afirmacio de Dieudonne fou possi-
ble gracies al desenvolupament de la teoria dels sistemes d'ideals i de la
teoria de valoracions.
La teoria dels sistemes d'ideals sobre un grup ordenat abelia, i de Ilurs
aplicacions a l'estudi de la divisibilitat, deguda inicialment a Dedekind,
fou considerablement millorada pels treballs d'Artin i Prufer. Lorenzen,
en 1939,36 li dona una forma axiomatica que pot esser considerada defini-
1135
50 JOAN TRIAS I PAIRO
tiva. Completada per la teoria de valoracions de Krull,32 es una eina
potent per a estudiar els problemes relatius a la divisibilitat. Sistemes
d'ideals i valoracions s'expliquen i sil•luminen mutuament: a cada sistema
d'ideals hom associa un conjunt de valoracions particular (als ideals de
Dedekind, les valoracions de Krull; als t-ideals de Jaffard,26 les valora-
cions correticulades...). La posibilitat de prolongar una valoracio de
Krull es demostra facilment per la consideracio dels t-ideals d'un grup
reticulat. Reciprocament, la possibilitat de definir certs sistemes d'ideals
per condicions de valoracio simplifica considerablement l'estudi d'a-
quests sistemes (vegeu26 per a una exposicio exhaustive d'aquestes
questions).
3. CAP A LA CONSOLIDACIO DE I A TEORIA
3.1. L 'impuls decisiu: espais de Riesz i analisi funcional.
Fins al comencament dels anys 30, hom pot afirmar que el pes fona-
mental de la investigacio en sistemas algebrics ordenats to Iloc en el camp
dels cossos ordenats i de la teoria de la divisibilitat.
L'impuls decisiu per a la teoria provingue del camp dels espais vecto-
rials reticulats, coincidint amb una epoca de rapid desenvolupament de
I'analisi funcional, sobretot en la teoria d'espais de Banach i de Hilbert.
Podem considerar que el punt de partida formal de la teoria d'espais
vectorials ordenats es la comunicacio de F. Riesz al Congres Internacional
de Matematics de Bolonya el 1928.39 Riesz feu observar que molts espais
de funcions d'interes a l'analisi funcional estan dotats d'un ordre natural
compatible amb l'estructura vectorial. En aquesta comunicacio estava
interessat fonamentalment en l'anomenat (actualment) dual en ordre E-
d'un espai vectorial ordenat E, es a dir el conjunt dels funcionals que
transformen fitats en ordre en conjunts fitats en ordre (en IR), posant de
manifest que els operadors lineals poden esser estudiats amb exit explo-
tant les relacions d'ordre entre ells.
La teoria d'espais de Riesz fou fundada, independentment, per F.
Riesz, H. Freudenthal i L. V. Kantorovic, als voltants de l'anv 1935, amb
metodes i orientacions diferents. Aixi, per exemple, F. Riesz s'ocupa
especialment (1937)40 del dual en ordre; Kantorovic (1935, 1936, 1937)
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dugue a terme un estudi sistematic de les propietats algebriques i de
convergencia en els espais de Riesz, amb aplicacions a la teoria d'opera-
dors lineals27,28,29. Kantorovic es l'iniciador de la important escola russa
d'espais victorials ordenats, de la qua] han estat membres fonamentals,
des dels origens, A. G. Pinsker, A. I. Iudin, B. Z. Vulikh, aixi com tambe
M. Krein. Finalment, H. Freudenthal, el 1936, demostra l'anomenat
teorema espectral per a espais de Riesz,111 la importancia del qual es
ii lustrada pel fet que el teorema de Radon-Nikodym a la teoria de la
integracio, el teorema espectral classic per a operadors hermitics i normals
en espais de Hilbert, i la formula de Poisson per a funcions hermoniques
en un disc obert son casos particulars d'aquest teorema espectral abstrac-
te.37 Aquest es un bon exemple que posa de manifest el paper unificador
d'aquesta teoria.
El mateix any, Steen tambe publica el mateix teorema, pero en una
situacio menys general.43 El teorema tambe havia estat provat per F.
Riesz, pero per al dual en ordre.
Els comen4aments de la teoria d'espais de Riesz han estat fortament
influits per les teories espectrals de l'analisi, i especialment les d'opera-
dors en espais de Hilbert. Si H es un espai de Hilbert i T un operador
hermitic sobre H, aleshores, segons un teorema classic,l'operador hermi-
tic sobre H, aleshores, segons un teorema classic, l'operador T to una
resolucio espectral; es tracta d'una familia {EA, Jae R} de projectors d'H
que satisfa les condicions:
EAEµ=Exsi A<µ, E1=lim E,,
X- µ
lim EN = o , lim EA = I,
essent I doperador identitat. Aleshores per a T val la representacio
integral segiient: T = _I XdEx.
En relacio amb aixo, una questio pendent era la de donar un marc
axiomatic apropiat que permetes de demostrar aquest teorema espectral i,
mes generalment, desenvolupar un calcul d'operadors. Com diu Steen
a,43 un dels seus objectius era "... to have a theory of operators or
transformations in Hilbert space without making any reference to or use
of the elements on which the operators or transformations act...".
Com ja ha estat indicat abans, H. Freudental i S. W. P. Steen proposa-
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ren l'anv 1936 solucions semblants , de les quals la idea clau era ] a seguent
(versio de Steen ): sigui A una algebra real reticulada condicionalment
completa que admet unitat I que es alhora una unitat feble. Si donat TeA
definim per a AeIR, Ex = V„ (Inn (T- AI)), aleshores { Ex I A eIR} es una
resolucio espectral de T i T =
_ 1,A dEA. Aci la integral es defineix com una
integral de Riemann - Stieltjes, utilitzant un tipus de convergencia definida
en termes d 'ordre. Actualment hi ha versions mes generals d'aquest
teorcma.37
Despres d'aquest comencament , i durant els ant's 40, apareixen dues
importants escoles en el camp dels espais de Riesz: ]a japonesa , amb les
contribucions fonamentals de H. Nakano , Ogasawara , K. Yosida i I.
Ameminva, i l'americana , a l'entorn de M. H. Stone, S . Kakutani i H. F.
Bohnenblust.
Aixi doncs, des dels seus origens, la teoria d'espais de Riesz neix
fortament marcada per l'analisi , i de fet els seus principals desenvolupa-
ments son en aquesta Linea analitica , especialment en el camp de l'analisi
funcional i els operadors positius . 41 In aquest sentit, es una teoria im-
portant per les aplicacions que possibilita , sobretot en questions com ara
l'estudi de solucions positives d'equacions diferencials, tant ordinaries
com en derivades parcials , solucions positives de sistemes d ' equacions (i
inequacions ) i moltes altres questions ( vegeu , per exemple h l,11).
Malgrat aquesta orientacio fonamentalment analitica, els espais de
Riesz tenon una estructura molt rica des del punt de vista algebric, i molts
de Ilurs desenvoluparnents ( algebrics ) han influit d ' una manera profunda
sobre els de la teoria de grups reticulats . Es per aixo que els considerem
com a part substancial dels sistemes algebrics ordenats.
3.2. La sintesi.
La fusio de les diferents linies que aci han estat exposades, en una
teoria unificada de grups reticulats, fou duta a terme per G. Birkhoff en
1942.7 A partir d'aquest moment, els grups reticulats son estudiats d'una
manera autonoma, i per aixo Particle de Birkhoff "Lattice-ordered
groups" ha d'esser considerat l'acta de naixement formal de la teoria:
"Three important topics will be included as special cases under the single
headings of e-groups: the additive and multiplicative groups of ordered
fields, which have been long studied by Hahn, Artin, and others, and are
now extensively used in valuation theory; the study of abstract number
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and ideal theory iniciated by Dedekind, and recently amplified by Krull,
Ward, Lorenzen, Clifford, Dilworth and others; and the semiordered
function spaces studied very recently by Riesz, Freudenthal, Kantoro-
vich, the autor, Bohnenblust, Stone, Kakutani and others".
Hem d'esmentar tambe en aquesta direcci6 l'important article previ,
de sintesi, de Clifford (1940)'5: "the purpose of this paper is to point out a
parallelism between certain aspects of the aritmetical theory of fields, as
devloped chiefly by Krull, and a new approach to the theory of function
spaces recently developed by Kantorovich. The unifying concept is that
of partially ordered abelian group".
Un altre aspecte important que permete la sintesi de Birkhoff fou la
seva tasca previa sobre teoria de reticles, materialitzada l'any 1940 amb el
seu classic "Lattice theory"." L'obra de Birkhoff en aquest sentit es
fonamental, i pot esser considerat indiscutiblement el creador de la mo-
derna teoria de reticles. El seu desenvolupament sistematic comenaa
pr6piament cap a l'anv 1930, i adquiri una empenta tan considerable que
Ia primera edici6 de "Lattice theory" ja oferi no sols els desenvolupa-
ments fonamentals, sing tambe Ilurs diferents aplicacions. Aquests des-
envolupaments i la importancia creixent de la teoria de reticles fou tambe
un element que afavori l'estudi de les estructures algebriques ordenades.
El tema es extraordinariament extens, pero aci noel tractarem, perque ens
allunyaria dels nostres objectius, limitats aci als sistemes algebrics
ordenats.
De la mateixa manera que per als grups reticulats, la motivaci6 histo-
rica per a la investigaci6 dels anells reticulats to el seu origen en 1'analisi.
L'anv 1036, Steen4a sembla haver estat el primer a donar el quadre
axiomatic d'una e-algebra real amb la finalitat d'obtenir una demostrac16
abstracta del teorema de representaci6 integral dels operadors hermitics
en espais de Hilbert, com ja hem comentat anteriorment.
D'altra banda, el concepte d'anell ordenat havia estat tambe conside-
rat d'una manera natural a ]a teoria de cossos ordenats.
Fou una vegada mes G. Birkhoff qui, el 1956, en un article conjunt
amb R. S. Pierce,10 dona una orientac16 decisiva a la teoria, estudiant
sistematicament el concepte d'anell reticulat des d'un punt de vista pura-
ment algebric. Citem textualment: "... (this paper) is devoted to a siste-
matic foundation of a theory of lattice-ordered rings. Although there is
an extensive literature concerning (simple) ordered rings". En aquest
important article trobem un estudi sistematic de les primeres propietats
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d'un anell reticulat, aixi com els inicis d'una teoria de radicals en e-anells.
Tambe hom posa de manifest que, de la simple condicio de compatibilitat
de l'ordre amb el producte, no se'n deriven Iligams massa estrets entre
l'estructura ordenada i la multiplicativa. Aixo dona floc a 1'aparici6 de
certes patologies, i aixi per exemple, com hom pot veure 1'esmentat
article, por ocorrer que la unitat multiplicativa no sigui positiva
(12=1 n0). Aquest comportament patologic no es manifesta, pero, en una
subclasse important d'anells reticulats, la dels f-anells. En 10 es fa pales
l'interes de la nocio de f-anell, concepte que amb certes propietats addi-
cionals tradueix d'una forma abstracta les propietats algebrico-reticulars
dell anells de funcions (d'aci ve el nom de f-ring = function ring).
Propietats interessants dels anells de funcions reals continues sobre un
espai topologic es basen en 1'estructura multiplicativo-reticular.211 Un
f-anell es un anell reticulat que satisfy la condicio suplementaria:
a > 0, xAy = 0 > axny = zany = 0
Com que els anells totalment ordenats i els productes directes orde-
nats de tals anells son els mes manejables i d'estudi mes facil, un problema
important que apareix d'una manera natural es el de submergir un e-anell
en un producte directe ordenat d'anells totalment ordenats. El concepte
adequat es el de producte subdirecte. Els f-anells son precisament els anells
reticulats que poden esser representat com a producte subdirecte d'anells
totalment ordenats. Intuitivament, aixo permet de "prendre coordena-
des" en els totalment ordenats.
Tambe foren introduides en Particle de Birkhoff-Pierce les notions de
e-algebra i de f-algebra.
La justificacio de I'estudi dels e-anells, f-anells, e-algebres i f-algebres
Them donada des d'una perspectiva teorica, interna a la matematica. Per
aixo es d'interes explicar la motivacio del mateix Birkhoff per a dur a
terme aquest estudi, motivacio que to l'origen en problemes de matema-
tica aplicada, com expressa en la seva comunicacio "Lattices in applied
mathematics"9: "Actually, the immediate impetus for the development
of the theory of e-rings and f-algebras, ..., was the desire to clarify the
theory of Reynolds operators,...". Recordem que els operadors de Rey-
nolds es presenten en relacio amb problemes de dinamica de fluids
(turbulencies).
Finalment, en 10 Birkhoffd i Pierce introdueixen tambe el concepte
general de modul reticulat, estructura que hom no comencara a estudiar
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d'una manera sistematica fins al decenni dels 70, si exceptuem el cas
especial dels espais vectorials reticulate.
Amb aquesta exposicio hem assistit a l'evolucio historica i al desenvo-
lupament dels sistemes algebrics parcialment ordenats fins als anys 50,
epoca en la qual podem considerar que ja han aparegut les estructures
fonamentals. A partir dels anys 40/50 la teoria s'aprofundeix, es diversi-
fica considerablement, i tambe es consolida d'una manera definitiva.
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